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1 Transformation de Mellin 



1.1 Convergence absolue 

Soit ]a,b[ un intervalle ouvert non vide de M , et W(a, 6) l'espace vectoriel des fonctions / :]0, +(X)[^ C, 
mesurables au sens de Lebesgue, et telles que, pour tout a g] a. b[, 

+ C30 



\f{x)\x''-'dx < +00. 

Observons que W{a, b) C W{a',b') si ]a', b'[c]a, b[. 

Si / € yV(a, 6), la transformée de Mellin de / est la fonction Mf définie par 

r + oo 

M fis) := / f{x)x'-'dx. 

Elle est définie et holomorphe dans la bande verticale a < 5Rs < 6 (qui peut être un demi-plan, ou même le plan 
tout entier). Elle est bornée dans toute bande verticale a ^ dis ^ /3, où a < a ^ /3 < b. 

Proposition 1 (Injectivité de la transformation de Mellin) Si f E W{a,b) et Mf — 0, alors f — p.p. 
Exemples 

• f(x) = e-=^ ; / e W(0, +oo) et M/(s) = T{s). 

• fix) = sinx; / e >V(-1,0) et M/(s) = sin2^r(s). 

• f{x) = cosx -1; / G W(-2,0) et Mf{s) ^ cos^r(s). 

• Posons 

a;"''(loga;)'' < 2: ^ 1, 



/(^) = 

où p e C et /c e N. On a : / e Wi^p, +00) et 



x > 1, 



On constate que Mf est une fraction rationnelle et que f(x) — Res(M/(s)a;~'', p) pour < a; ^ 1. 
• Posons 

'0 0<x^l, 
x~P{logx)'' X > 1, 



où p e c et /s e N. On a : / e W(-oo, ^p) et 



«/(») = -ïf^ïèr- 

On constate que Mf est l'opposée de la fraction rationnelle précédente et que f{x) — — Res(Af/(s)a;^'', p) pour 
X > 1 

Appelons polynôme généralisé toute somme finie 

J2cx-''i\ogx)\ (1) 

oià les c et les p sont des nombres complexes, et les k des nombres entiers naturels. Associons à ce polynôme 
généralisé la fraction rationnelle 

Fis) ■^Tc±lï^ 

^^^^ 2^^(s_p)fc+i- 

C'est une fraction rationnelle nulle à l'infini. Inversement, toute fraction rationnelle nulle à l'infini s'écrit sous 
cette forme et on peut lui associer le polynôme généralisé La correspondance ainsi définie est bijective et 
les deux derniers exemples conduisent à la proposition suivante. 
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Proposition 2 Soit 

P{x) = y^ca;^(loga;)^ 

un polynôme généralisé, et 



la fraction rationnelle associée. On pose a = min et b = max Kp. 
On a, pour tout x > 0, 

P{x)=^Res{F{s)x-\p), 
p 

où la somme porte sur les pôles de F. 
D 'autre part, la fonction 

' P{x) < a; < 1 
x>l, 

appartient à W(6, +oo) et vérifie Mf = F ; et la fonction 



9{x) = 



< a; < 1 

P{x) x>l, 



appartient à >V(— oo,a) et vérifie Mg = —F. 

Proposition 3 Si f £ W(a, b) et p G C, alors la fonction g définie par g{t) := tPf{t) appartient à 
W{a-^p,b-^p) et 

Mg{s) = Mf{s + p). 

Proposition 4 Si f W(a, b), alors la fonction g définie par g{t) := f{l/t) appartient à W{—b, —a) et 

Mg{s) = Mf{-s). 
Proposition 5 Si f G W{a, b), alors J G W{a, b) et 



M/(s) = (M/)*(s) := M fis). 
Proposition 6 Si f G W(a, b) et X> 0, alors la fonction g définie par g{t) = f{Xt) appartient à W(a, b) et 

Mg{s) = \-'Mf{s). 

Proposition 7 Si f et g appartiennent à W(a, b), la fonction f * g définie presque partout par 

f*g{x) := f{t)g{x/t)'^, 

appartient à W(a, b) et vérifie 

M{f * g) ^ Mf ■ Mg. 

Observons que f * g est continue si / ou g est continue et à support compact dans ]0, +cxd[. 

Exemples 

• Si / e W(a, b) et 

, , (x~P < a; < 1, 

g{x) = 

oîi îîp ^ a, alors 

r+oc 

f*g{x)= fit) 

J X 



a; > 1, 



+°° ^xypdt 
t) T 



r+oc 

x-P I f{t)tP-^dt. 

J X 
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On a / * 5 e W(a, b) et 

M(/.p)W = Mî). 

• Si / e W(a, 6) et 



où 3tp ^ 6, alors 



On a / * 5 e W(a, 6) et 



Proposition 8 Si f G W(a, 6) et si les nombres complexes et les nombres réels positifs Xk sont tels que 

I^lcfelAfc" <+oo 
pour tout a €]a, b[, alors la fonction g définie presque partout par 

g{t) = Y,''kf{\kt) 

appartient à W(a, b) et vérifie 

Mg{s) = Mf{s)-J2ckXk'- 

Proposition 9 (Inversion de Mellin) Soit f G W{a,b). L'ensemble des c <E]a, 6[ tels que r i— > M/(c + ir) 
est dans L^(M) est un intervalle (éventuellement vide). Si c est choisi dans cet ensemble, on a 

fit) = I Mf{s)t-'ds p.p. 

Nous dirons d'une fonction F[s) méromorphe dans la bande verticale a < îîs < 6 qu'elle est à croissance 
polynômiale si elle n'a qu'un nombre fini de pôles et si, pour tous a, tels que a < a < /3 < 6, existent deux 
nombres réels Tq > et K, pouvant dépendre de a et /3, tels que 

\F{(j + iT)\^\Tf, a < C7 < /3, |r| > Tq. 

Proposition 10 Soit ]a,b[ et ]a' ,b'[ deux intervalles ouverts non vides, avec b ^ a' . Soit F{s) une fonction 
méromorphe et à croissance polynômiale dans la bande verticale a < ^s < b'. Soit enfin f G W{a,b) et 
g G W{a',b') deux fonctions telles que 

Mf{s) = F{s), a<^s<b; 

Mg{s) = F{s), a' <^s< b'. 
Alors g{t) — f{t) coincide presque partout avec le polynôme généralisé 

P{t)=J2Res{F{s)t-',p), 
p 

où la somme porte sur les pôles de F. 
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g{x) = 



< x ^ 1, 
x~P x>l. 



r . /x\-p dt 

=y^ fit){-) - 

= x-P [ f{t)tP-^dt. 
Jo 



Mif*g){s) 



Mfjs) 
s- p' 



Démonstration 

Soit A{s) la fraction rationnelle obtenue en ajoutant les parties polaires de F{s) en tous ses pôles. On a : 

Res(F(s)f ,p) = Res(A(s)t-",p) 

pour tout É > et tout pôle p de F. 

D'après la proposition|2 la fonction g — Px{o,i) appartient à yV(a', b') et admet F — A comme transformée 
de Mellin; et la fonction / + Px(i,+oo) appartient à yV(a, 6) et admet F — A comme transformée de Mellin. 
D'autre part, F — A est liolomorphe et à croissance polynômiale dans la bande a < 5Rs < b'. Si le résultat est 
connu dans le cas oià F est holomorphc, le cas général en découle donc. 

Supposons donc F liolomorphe. Comme F est une transformée de Mellin dans les deux bandes verticales 
a < < b et a' < 'Sis < b' , le principe de Phragmen-Lindelôf prouve que F est bornée dans toute bande 
verticale a ^ SRs ^ (3, où a < a ^ (3 < b' . Soit (f une fonction deux fois continiiment dérivable et à support 
compact dans ]0, +cxd[; les fonctions f * f et if * g appartiennent respectivement à }V{a,b) et W{a',b') et ont 
pour transformées de Mellin F{s) ■ M(p{s) dans les deux cas. Comme Mip{s) est 0((1 + sur toute droite 

verticale (et même uniformément dans toute bande verticale de largeur finie), la formule d'inversion de Mellin 
donne pour presque tout t 

if * = 7^ f Mifiis) ■ F{s)t-'ds, a<c<b, 

et 

(g * ip){t) = [ Mipis) ■ F(s)t-'ds, a' <c' < b' . 

Le théorème de Cauchy prouve alors que (/ * if)(t) — (g 'p)it) presque partout, et même pour tout t, par 
continuité. Comme cette égalité est valable pour toute (p, on a f(t) = g{t) p.p. □ 

1.2 Transformation de Mellin-Plancherel 

Soit / G L2(0, +oo). Pour T > 1, posons : 

Ft{s) := r f{ty-^dt. 

Jl/T 

La restriction de Ft à la droite Sïîs = 1/2 appartient à L'^{l/2 + M.i\dT /2tï) et, dans cet espace, Ft a une 
limite quand T tend vers l'infini. Nous noterons encore Mf{s) cette fonction, dite transformée de Mellin- 
Plancherel de / (ou simplement : transformée de Mellin), définie presque partout sur la droite 5Rs = 1/2. Le 
théorème de Plancherel affirme que l'application / h- s- Af / est un opérateur unitaire entre les deux espaces de 
Hilbert L'^{Q,+oo) et L"^ {1 / 2 + Mi; dr / 2tt) . 

Si a G M, on définit plus généralement la transformation de Mellin-Plancherel sur l'espace 
i^(0, +oo; t"dt), à valeurs dans L^((a + l)/2 + Mi; dr /2Tr^ . C'est encore un opérateur unitaire. 
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2 La fonction « partie fractionnaire » 

2.1 Une formule sommatoire 

La proposition suivante* illustre un principe général de symétrie. 

Proposition 11 Soit 6 et x deux nombres réels positifs, f{n) une fonction à valeurs complexes, définie pour n 
entier, < n < 6x, et g{m) une fonction à valeurs complexes, définie pour m entier, ^ m ^ x. On suppose 
de plus que /(O) = (?(0) = 0. 
Si 6 est irrationnel, on a 

E f{[m9\){g{m)-g{m-l))+ ^ 9{[n/e\){f{n) - f{n- 1)) = f{[9x\)g{[x\). 

Si 6 = p/q, où p et q sont des nombres entiers positifs premiers entre eux, ce résultat est à remplacer par 
f{[9x])g{[x])+ J2 {9{kq)-9{kq-l)){f{kp)-f{kp-l)). 

Démonstration 

Voyons d'abord comment le résultat pour p/q découle du cas où 6 est irrationnel. Faisons tendre 6 vers p/q 
par valeurs supérieures et irrationnelles. La limite de 

E /(MJ)(ffM - 9{m-l)) - f{[9x\)g{[x\) 

s'obtient en remplaçant 6 par p/q^ alors que celle de 

E 9{ln/d\){f{n)-f{n-l)) 

vaut 

E 9{[nq/p\){f(.n)-f{n-l))+ E 9 (j - A if{n) - f{n - 1)) 

l^n^px I q l^n^px / q 

= E 9{lm/p\)if{n)-f{n-l))+ E (9(^-^)-9(^)){f{n)-f{n-l)). 
La dernière somme se récrit en posant n = kp : 



E {9{kq - 1) - g{kq)) {f{kp) - f{kp - 1)) , 



d'où le résultat. 

Si est irrationnel, on a : 



Or 



E f{[m9\)ig{m)-g{m-l))= E /H E {9{m) - 9{m - 1)) . 

l^m^x 0^n^6x l^m^x 

[TnO]=n 



[m9\ = n <;4> n ^ m9 < n + 1 
n n+1 



4^ 



e ^ e 

n + l 



n I 



1 < m < 



*Cf. Lemma 7 dans : G. H. Hardy et J. E. Littlbwood, Some problems of Diophantine approximation : The lattice-points of 
a right-angled triangle (Second memoir), Abh. Math. Sem. Hamb. Un. 1 (1922), 212-249. 
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Si n ^ 0x — 1, cet encadrement entraîne que m ^ alors que si n — I0x\ on a 

\jn9\ — n et m ^ x <^ n ^ m6 < n + 1 et m ^ x 



1 ^ m ^ lx\. 



Par conséquent on a 



X! - - 1)) 



\_m6\ —n 



'3(m)-.9(LtJ) sins^fe-l, 
.ff(W)-5(LtJ) sin=L^a;J. 



Il en résulte que 



n + 1 



+ f{[9x\) {9{[x\)-g 



I9x\ 



= g{lx\)f{iex\)+ E 9{ln/9\){f{n-l)-fin)), 

comme annoncé. □ 
En prenant f{n) = g{n) = n dans la proposition 11 11 on obtient en particulier le résultat suivant^. 

Proposition 12 Soit x et 9 deux nombres réels positifs. La quantité 

E [^9\+ E L"/^J 

vaut lx\ I9x\ si 9 est irrationnel, et [xj I9x\ + lx/q\ si 9 — p/q, avec p G W , q G N* , (j),q) — 1. 

2.2 La fonction « partie fractionnaire » 

La partie fractionnaire du nombre réel x est l'unique nombre réel u e [0, 1[ tel que x — u soit entier. On 
note 

{x} :— u — X ~ [xj , 

car l'entier x — u est nécessairement la partie entière de x. 

On dispose donc d'une fonction « partie fractionnaire » : { } : M — s- [0, 1[. 

Proposition 13 La fonction « partie fractionnaire » est l'unique fonction / : M - 
et vérifiant f{x) — x pour ^ a; < 1. 

La fonction « partie fractionnaire » possède donc une série de Fourier 



périodique de période 1, 



qu'on peut récrire sous la forme 



2 ^-^ i2mi 



1 ■^-^ sin27rna; 

2 7m ' 

n>l 



tj. J. Sylvester, Sur la fonction E{x), C. R. A. S. 50 (1860), 732-734. 
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Proposition 14 On a 



1 sin 27rn.x j {x} si x ^ï; 

2 ~ 4-; Tm ^ 1 i si a; G Z. 



fe p^MS*, pour tout nombre entier N on a 

< > < - / dt = 0, 589 ... , <x <-. 



nn 

n=l 



Proposition 15 Pour x ^ 0, on a 



^n=^-.({x}-l/2) + M!-ifl. 



Démonstration 

On a 

bJ(bJ+l) 
2 

_ (x-{a;})(ar-{a;} + l) 
2 

= \{x^ - 2{a;}a; + {a;}^ + a; - {a;}) 

= ^_^({4_i/2) + M!-M. □ 

Evaluons maintenant une intégrale du type de FruUani faisant intervenir la fonction « partie fractionnaire ». 
Proposition 16 Soit x et 6 deux nombres réels positifs. On a 



pX 1 pUx 

/ t-'^({et}-e{t})dt = e\og- + e u-'^{u}du. 

Jo ^ Jx 



Démonstration 

Posons a = min(l, 1/9). On a : 



t-^{{et}- e{t}) dt = r {{et}- e{t}) dt 

Jo J a 

f-X f-X 

= / t-^{et}dt-0 / t-^{t}dt 

J a J a. 

• rx \ 

u^^{u\du — 1 u^^{u\du 



= ^{j^ u~'^{u}du + j u~'^{u}du^ 

= e\og-- + e / u-'^{u}du. □ 

Jx 



■tT. H. Gronwall, Ûber die Gibbsche Erscheinung und die trigonometrischen Summen sinx + | sin 2a; + ••• + — sinnx, Math. 
Annalen 72 (1912), 228-243. 
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2.3 Fonctions de Bernoulli 

On définit les polynômes de Bernoulli bn{x), 1, par l'identité formelle 

—t 7 = ^^n{x) — . 

e* — 1 n! 

71=0 

On a par exemple 



6o(x) 


= 1 








= X - 


1 

" 2 




62(0;) 


= x^ 


-x + 


1 
6 




= 


3 


X 




"2^ 


+ 2 


64(2;) 


= x^ 


-2x3 





Les fonctions de Bernoulli Bn{x) sont les fonctions de variable réelle, de période 1, définies par 

I si a; e Z, 

et, pour n ^ 2, 

Bn{x) = hn{{x}). 



Proposition 17 Pour tout a; e M, on a 
Proposition 18 -B„ a la parité de n : 

B„{-x) = {-irBn{x). 

Proposition 19 Pour n ^ 2, on a 



Bnix)= f nBn-iit)dt + Bn{0). 
Jo 



Par conséquent, Bn est de classe C" ^. 

Proposition 20 Pour 1, la série de Fourier de Bn est 

-ni V-^ • 

■ ^ {i2iTkY ' 



elle converge pour tout x vers Bn{x). 

Proposition 21 Soit x et 6 deux nombres réels positifs. On a 

^ B,in/e)+ J2 Mm0) = ^{{ex}-9{x})' + ^-^{{ex}~e{x}). 
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Démonstration 

Commençons par supposer irrationnel. Nous aurons, d'après les propositions 1 1 21 et 1 1 51 



l^n^Bx It^m^x l^n^Ox ^ ^ l^rm^x ^ 



, a; {OxY {0x} 

= 6» x{6x} H h — — 

2 ^ ^ 2 26» 29 

+ o^^-6x{x} + el + ei^-6^+ 

- (x - {x}) {ex ~ {dx}) -\{ex^ {ex}) - i (x - {x}) . 

On constate que tous les termes oii x apparaît sans accolades { } s'éliminent. Il reste la quantité suivante : 

+ Ye^exY - W{M + + ^{^i' 

qui est bien égale à celle apparaissant dans l'énoncé. 

Si e est rationnel, 6* = p/q avec p € N*, q G N*, {p, q) = 1, on a 

71 Tl X 

n/e eZ et 1 i^ni^ex - eZ et 

p P q 

et 

me eZ et 1 m X — eZ et 1^ — s^-. 

q q q 

Il faut donc ajouter \x/q\ au second membre de la première ligne du calcul ci-dessus. Mais en vertu de la 
proposition 11 21 on retranchera \x/q\ lors de l'étape suivante, ce qui fait que le résultat est inchangé. □ 

Proposition 22 Soit x et e deux nombres réels positifs. On a 

Bi{me) ^ V- Bi{n/e) 6» ^ , , , 2 , 1 Z"^'' n 2 2, Tr^r^i 2, 



Démonstration 

Posons 

Se{x):^ E ^iM)- 
La somme à évaluer peut s'écrire au moyen d'intégrales de Stieltjes : 

j t~^dSg{t)+e [ t-^dSye{t)= [ u-^d{Se{u) + Syg{eu)) 
Jo Jo Jo 

Seix) + Si/g{ex) 



u^^[Sg{u) + Si/g{eu))du. 
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D'après la proposition 12 11 on a 



Seix) + Syoiex) = ^{{9x} - e{x}f + ^-^{{Ox} - e{x}). 



Or, 



u^^{{eu}-e{u}ydu= u-^{9uydu~2e u-'^{u}{eu}du + 9'^ u^^{uYdu 
Jo Jo Jq 

= 9 u-^{uydu + 9^ u-^{uydu-29 u-^{u}{9u}di 
Jo Jo Jo 

avec la proposition 1161 cela fournit le résultat annoncé. 
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3 Sur la fonction F 

Nous rappelons dans ce chapitre^ quelques propriétés de la fonction F, de son logarithme, et de sa dérivée 
logarithmique 

Hz) ■■= y(^). 

Proposition 23 La fonction if) est méromorphe dans le plan complexe. Ses pôles sont les nombres entiers 
négatifs ou nuls —n, n gN, et on a pour tout autre nombre complexe z 

1 l 

Ipiz) = -7 1- -2 —, 7, 

^ ' z ^ nin + z) 

n=l ^ ' 

OÙ 7 est la constante d'Euler*^ . 
Proposition 24 Pour z — ^; ^ N, on a 



n>0 ^ ' 



Proposition 25 Pour z etn entier positif tels que —nz ^ N, on a 

logr(n2;) = -^^^^y^log27r+ (^z - ^ logn + ^logT ^2+ ; 

en particulier, 



n , 



k\ n — 1 1 

lOg ZTT — - log n. 



nj 2 ° 2 
Proposition 26 Pour z etn entier positif tels que —nz ^ N, on a 

' k 



Mnz) = logn +-'S^'il)(z+-]; 

n f-^ \ n I 

k=0 



en particulier, 



Proposition 27 On a 



y^V'l -) =-n(logn + 7). 

1 

J logr(a;)da; = -log27r; 

/ X'^(x)da; = — - log27r; 
Jo 2 

/ xtp' {x)dx = \ogT{u) — uip{u) — j, u > 0; 

J u 

/ x'^xp'{x)dx = log2'ïï — ^. 
Jo 



§Voir par exemple N. Nielsen, Handbuch der Théorie der Gammafunktion. 

HOn peut retenir cette expression sous la forme X] ( n ~ nTz ) > où le symbole ^ doit être interprété comme valant —7. 
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Démonstration 

La première intégrale est l'intégrale de Raabe". 
Pour la deuxième, on a 



Ensuite, 



Enfin, 



/■i 1 /"^ 1 

/ x'il;{x)dx = xlogr{x)dx — / logr(a;)da; = — - log27r. 
Jo Jo 2 

/ xij)' {x)dx = xip{x) — f %l}{x)dx = \ogT{u) — uip{u) — 

f x'^ip\x)dx = x'^ip{x) — f 2xtp{x)da 
Jo Jo 



ix = —7 + log27r. 



Proposition 28 



i){l + z)=^{z) + -. 

z 

Proposition 29 Pour tout nombre entier naturel N, on a 

iP{N + 1) = Hn-j, 

où 

N 



Proposition 30 

— z) = tp{z) + n cet 772:. 
Proposition 31 Le développement de Laurent de {2'ïï)~^T{s) en s = —1 commence par 

27r(-(s + l)-^+7 - l + log27r + ...) 



Démonstration 

D'une part, 



D'autre part. 



(27r)-" =27re-(*+i)'°e27r 

= 27r(l-(s + l)log27r+...). 



s{s + l) 

= T3(^-^(r(i) + (^ + i)r'(i) + -) 

= -((s + l)-i + l + ...)(l-7(s + l) + ...) 
~^ -7-1 + ... 



s + 1 



Le résultat en découle par multiplication. 
Nous poserons 



J{z) := Ji,i(2,0)= / 
Jo 



t + z 

On peut exprimer la fonction J à l'aide de la fonction F. 



dt. 



Un. Nielsen, loc. cit. §34, formule (17). 
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Proposition 32 Pour z G C\] — oo, 0], on a 



J{z) = - \ogT{z) + {z -^)\ogz - z + ^ log(27r). 
En particulier, pour tout nombre entier positif N, on a 

J{N) = - log A^! + (/^ + i) logTV - TV + i log(27r). 
Proposition 33 On a pour tout z € C\] — oo, 0], 



\J{z)\ < 



12dist(2,] - 00,0])' 
Pour a; e M et ^ e C\] — oo, —a;], on pose 

Proposition 34 La fonction z i— > Ji^2{z,x) est analytique pour z G C\] — oo, —a;]. On a, pour x + ^z > 0, 

\Jl,2{^,x)\ < 



2(a; + ^z) ■ 

Proposition 35 Pour z G C\] — oo, 0], on a 

J'{Z) = - Jl,2(2, 0) = -^{z) + \ogz- ^. 

iz 

En particulier, pour tout nombre entier positif N, on a 

J'{N)=logN + ^+^-HN, 

oùHN:=l + ^ + --- + j^. 
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4 Sommes de Vassiounine 



Soit q un nombre entier positif. Nous avons 

1 — XI 



1-X 

En dérivant, on obtient 



^ 1 - qXi-^ + {q- 1)X 

{1-xr 

Par conséquent, 



Proposition 36 Soit z une racine q-ème de l'unité. On a 



E 



nz 



n=0 k z-1 

Démonstration 

Si 2; = 1, la somme en question vaut 

1 + • • • + (ç - 1) = 

Si 2; 7^ 1, la formule ci-dessus donne 

q-l 



si Z 



«=0 



qz(\-zi-^) 

{\-zf 

g 

z-l 



□ 



Si p et g sont deux nombres entiers premiers entre eux, q étant positif, nous définissons la somme de 
Vassiounine** V{p, q) par la formule 



1 1 \ kir 

= - > (fep mod q) cot — 



^ fc=i 

-cot , 

fe=l 

oîi = 1 (mod q). Par convention, 1) = 0. 

**V. I. Vassiounine, Sur un système biorttiogonal relié à l'hypottièse de Riemann (en russe), Alg. i An. 7 (1995), 118-135; 
traduction anglaise dans St-Petersburg Math. J. 7 (1996), 405-419. 
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Proposition 37 La somme de Vassiounine V{p, q) est une fonction impaire et de période q de la variable p : 

V{p + q,q) = V{p, q); V{-p, q) = -V{p, q). 

Proposition 38 On a 

= 2 Y. 5if^)cot^ 



is;/c<g/2 



Démonstration 

Comme cot(7r — x) = — cota;, on a 



kp 1 kn 
> cot — 

q J q 



g{(i-^}cot(i-^ 

9-1 

-E 

k=l 

\p {kp/q} - {-kp/q} ^kn 

k 2 

v^y q 



D'autre part, pour 1 ^ k ^ q — 1, 



B, [^-l] cot ^ = f ^^^'l cot ii^. 



q / q \ q 

donc la contribution à la dernière somme de l'intervalle q/2 < k ^ q—1 est égale à celle de l'intervalle 1 ^ k < q/2 
(celle de A; = g/2 est nulle). □ 

Proposition 39 Pour p,q G Z, q ^ 2, on a V{p,q) <C glogg. 

Démonstration 

Pour < a; < 7r/2, on a cot x = 1/x + 0(1), d'où 



Vip,q)^'- Y ^^ + Oiq) 



TT ^ k 

l^k<q/2 

<C q log q. □ 

On peut exprimer les sommes de Vassiounine au moyen de la dérivée logarithmique de la fonction F. 
Proposition 40 On a 



'^^''fcpl , f k\ q 



17 



Démonstration 

q-l 
k=l 




□ 



On peut considérer les sommes apparaissant dans la proposition 1401 en y remplaçant p et q par des nombres 
entiers positifs a et 6 non nécessairement premiers entre eux. 

Proposition 41 Soit a et h des nombres entiers positifs, d leur plus grand diviseur commun, p = a/ d et q = b/d. 
On a : 

m— 1 

et 

E( ma \ / m ~| nd , ^ b , ^ d , 

m— 1 

Démonstration 

Observons que l'on peut remplacer les X]m=i P^'^ "^^^ Sm=i- 
Pour 1 ^ m ^ b = qd, écrivons 

m = qk + r; O^fc^rf — 1; l^r^g. 



^ — ^ cot — 
il} 1 
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On a : 

rf-l q 



m=l k=0 r=l 

d-1 q 



-"-1 fc=Or=l ^ ^ / \ ^ / 



r=l ^ ^ ' fc=0 

9 



r=l 



d qd 

rp \ j j 



r=l 



D'autre part, 

6 



m=l m=l m— 1 /c=l 



Nous évaluons maintenant d'autres sommes trigonométriques au moyen de sommes de Vassiounine. 
Proposition 42 Soit p et q deux nombres entiers premiers entre eux, q étant positif. On a 

„2 

Démonstration 
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k—q l — q 

fe=i 1=1 j=i 



= E »27rfcp/« _ + ^9 ô ^ '^^ d'après la proposition EHI 



çi2iTkplq Y 

k—1 



^ ,,3 



fe=l 



k-. 



2isa\TTkp/q 



= ggfc(-lcot.|-i)+,^ 

k=l ^ y / 

comme annoncé. □ 
Proposition 43 Soit p et q deux nombres entiers premiers entre eux, q étant positif. On a 



l^k,l^q 



Démonstration 

On a 



i27rklp/ q _ 



^ l^k,l^q ^ l^kd^q 



i27rklp/q 



La première somme vaut 

I E i + JeE(^""^'^)'-' 



4 ^ 4^zL^^ ' 4 

l^i^ç fc=l i=l 



La deuxième, comme la troisième, vaut 



1 
2^ 



. l^fe^ç 1 = 1 k=l 

\ i=q 
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Par conséquent, la proposition 1421 nous donne 



3 3 1 , 
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5 Somme des inverses des termes d'une progression arithmétique 

La source de ce paragraphe est l'article de D. H. Lehmer, Euler constants for arithmetical progressions, 
Acta Arith. 27 (1975), 125 142. 

Soient g et r des nombres entiers positifs. 
Proposition 44 On a pour x > 0, 

1 loga; 1 , /^r\ 1 / r\ h - {x} fr 

V —— = ^ ^; _ + _ log 1 + _ + 2 ^ + - Ji,2 -, .T 

^ qn + r q q \qj q \ qx J qx + r q \q , 



Démonstration 

On a 

E — = /" 



dlt\ 
qt + r 

dt , rrf(è-«) 



r dt ^ r 

Jo qt + r Jo 



qt + r 

1 , QX + r ^-{x} 1 r 

^^°^^ + ^ + ^+Vo ÙTrr'' 

^ + -log^ + - + g/ A '4 ^^+-loë U + — + 1 -1 A '4 ^^' 

q q r 2r Jo {qt + ry q \ qx J qx + r [qt + ry 



d'où le résultat puisque 

q ° r 2r q \qj q Kq 



Proposition 45 On a pour x > r, 



ou 



et 



El lOgX / NT,/ 

- = \-7{r,q) + R{x,r,q), 
n q 

n=r mod q 



l{r,q) := -- {ij) ( - ) +logg 



1 _ ^ 
R{x,r,q) := h -Ji,2 l -, 



q \q q 



On a R{x,r,q) ^ 1/x. 

Démonstration 

On a 



E -= E — 

^-^ n ^ , , qn + r 

n%x 0^n^(x—r)/q 



n=r mod q 



-log(^-^ ) --V(-) + -log(l + — ) +R{x,r,q) 

q \ q J q \qj q V x-rj 

+j{r,q) + R{x,r,q). □ 



q 

Proposition 46 Soit g :N* ^ C une fonction de période q. On a, pour x > q, 

Y^3M=S{g)\ogx + ^{g)+R{x,g), 
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ou 



et 



On a \R{x,g)\^x-^Y.l^^\9{r 
Démonstration 
On a 



r— 1 

9 

7(5) ■=^9{r)l{r,q)-, 

r=l 
î 

R{x,g) ^g{r)R{x,r,q). 



r=l 



g{n) i . V- g{n) 



E^-E^M E 

n—r mod g 



n ^ — ' — ' n 

n^a; r— 1 n^x 



= E ( + "f{r, q) + R{x, r, q) 

r=l ^ 

^S{g)\ogx + -f{g) + R{x,g). □ 

Proposition 47 S'oit g : Z C itne fonction de période q. La série X]n>i sl"^)/"^ converge si et seulement si 
S{g) — et on a alors 

9 -, 9 



E = '^(â') ^^9{rh{r,q) = --EsWV' ( - ) 



Démonstration 

Cela résulte de la proposition 1461 □ 
Voici une application de cette proposition. 

Proposition 48 Soit p et q deux nombres entiers premiers entre eux, q étant positif. La série 

Biikp/q) 



E 

k>l 



k 



converge et a pour somme ■^V{p,q). 

Démonstration 

La fonction g : k i-^ Bi{kp/q) est périodique, de période q et 

S{g)^-j2Bi{rp/q) 
= -Si M 

q 

= 0. 

La série est donc convergente et a pour somme 

1 

7(3) = — Ef(^)V'(^/9) 

^ r=l 

q 



-^Bi{rp/q)il}{r/q) 



^Vip,q). □ 
2q 
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Proposition 49 Soit g : 'Z ^ <C une fonction de période q. On a 



Démonstration 

Comme g est bornée, on a par sommation d'Abel 



-'^ n(n + 1 n 

n>l ^ ' n>l 



où h{n) := g(n) — g{n — 1). Or h est de période q comme g et, d'une part, 

Sih) :^i^/i(.) = i(5(g)-g(0))=( 

r— 1 

d'autre part. 

Le résultat découle donc de la proposition 03 



9^ \q 
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6 La fonction d'Estermann 



6.1 Définitions et propriétés fondamentales 

Soit h et k deux nombres entiers premiers entre eux, k étant positif. La fonction d'Estermann^^^^ E{s; h/k) 
est définie pour SRs > f par la série de Dirichlet absolument convergente 

+00 

E{s;h/k) := ^ r(n)e*2™''/'=n-^ 

n=l 

Observons que E{s; h/k) — E{s\ h' /k) si h = h' (mod k). 

On a en particulier E{s; 0/f ) = C{s)'^- Plus généralement, on peut exprimer E{s; h/k) à l'aide de la fonction 
C d'Hurwitz. 

Proposition 50 

Eis;h/k)^k-^^ ^ e^2.,/V'=C(s,jA)C(s,Z/fc). 

Proposition 51 La fonction E(s;h/k) se prolonge méromorphiquement au plan complexe, avec un seul pôle, 
double, en s — 1. La partie polaire de E{s; h/k) en s — 1 est 

k-\s - 1)-^ + k-\2-f - 21ogfc)(s - l)-\ 

Proposition 52 La fonction E{s;h/k) vérifie l'équation fonctionnelle suivante 

E{s;h/k) = 2(27r)2''-2r2(i _ s)k^-^''{E{l - s;h/k) - costtsE{1 - s;-h/k)) 

où hh= 1 (mod k) ( si k — \, on pose E{s; h/k) = C'^{s) )■ 
Proposition 53 On a* 

E{0;h/k)^^-^V(h,k), 
où hh = 1 (mod k) et où V{h, k) désigne la somme de Vassiounine 

V{h,k) = Y.l- coi^^^ 



k k 







(l 






-i) 


K "1 1 

to 1 


-1) 



Démonstration 

D'après la proposition EOI on a 

E{0-h/k)^ ^ e^2.,7hA^(0,j/A:)C(0,Vfc) 

= E 

car C(0, a) = i — a. La proposition 1431 permet de conclure. □ 
Comme la fonction Q d'Hurwitz, la fonction d'Estermann est à croissance polynômiale, uniformément dans 
toute bande verticale. Pour sa fonction de Lindelôf 

/i(cr) limsup log \E{cr + ir; h/k)\ / log |t|, 

r I — >+oo 

on a les estimations suivantes 

/i(iT) =0, (7^1 (série de Dirichlet) 

/i(cr) = 1 — 2ct, (7^0 (équation fonctionnelle et formule de Stirling) 

^(fj) ^ 1 — cr, < cr < 1 (convexité). 



t^M. JUTILA, Lectures on a method in the theory of oxponential sums, §1.1 

*Cf. theorem 1 dans M. ISHIBASHI, The value of the Estermann zeta functions at s = 0, Acta Arith. 73 (1995), 357-361. 
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6.2 Les fonctions Esin et Ecos 

Nous définissons une fonction d'Estcrmann « en cosinus » et une « en sinus ». 

Ecosis; h/k) V -^cos27m- = -E(s;h/k) + -E{s;-h/k); 
^ — ' ri* k 2 2 

n=l 

+00 h 1 1 

Esin(s; h/k) := V sin 27rn- = —E(s; h/k) ~ —E(s; ~hlk). 
^-^ k 2i 2i 

n=l 

Observons que, pour fc = 1, Esin = et Ecos = C^. 

Proposition 54 La fonction Esin est entière. De plus, l'abscisse de convergence de sa série de Dirichlet est 
inférieure où égale à 1/2. 

Démonstration 

D'une part, E{s; h/k) et E{s\ ~h/k) ont même partie polaire en s = 1. 

D'autre part, le théorème de Schnee-Landau et la valeur /i(0) — 1 pour la fonction de Lindelôf de la fonction 
d'Estermann fournissent l'assertion sur l'abscisse de convergence. □ 

Proposition 55 La fonction Esin vérifie l'équation fonctionnelle 

Esm{s;h/k) = 2{2TTf''-^T^{l - s)fci"2"(l + cos7rs)Esin(l - s;h/k), 

ou, en posant 

Esin(s; h/k) := sin Yr(s)(27r/fc)"^Esin(s; h/k), 
Esin(s; h/k) — Esin(l — s; h/k). 

Démonstration 

Posons 

X(s) 2(27r)2''-2r2(l - .s)k^-^'. 

D'après la proposition [sU on a 

E{s; h/k) = x{s) {E{1 - s; h/k) - cos 7rs£:(l - s; -h/k)) , 

et 

E{s; -h/k) = x(s) {E{1 - s; -h/k) - cos ttsE{1 - s; h/k)) . 

Par conséquent, 

Esin(s; h/k) — x(s)(Esin(l — s; h/k) — cos7rsEsin(l — s; —h/k)). 
Mais, la fonction sinus étant impaire, on a Esin(s; —h/k) — — Esin(s; h/k), donc 

Esin(s; h/k) — + cos 7rs)Esin(l — s; h/k). 

Comme 

(1 + COS^S)X(S) = 2C0S2 ^ . 2(27r)2*-2p2(^ _ ^^f^l-2s 



TTS TTS 



2cos?^ 



2s-2 7,l-2s 



= ( 2 COS - sin -r(l - s) ) —^ni - s){2n)'^~'k 



TT \ 2C0S-'''* 



r(.); ,-^r(i-.)(2.)-.-- 
cosfr(i-s) 



sinfr(s) 



-(27r/fc)' 



sin^tolr(l-s)(27r/fc)'' 



sin^r(s)(27r/fc)-'* 

on obtient la forme symétrique annoncée. □ 
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Proposition 56 On a 

Esin(0;/i/fc) = ^V(h, k), 

et 

±5° h ^2 



Esin(l;/i/A;) = ^ ^sin27rn- = -^F(/i,A;). 



Démonstration 

On a 



, n k 2k 

n=l 



Esin(0; h/k) = ^E{0: h/k) - -^E{0; -h/k) 



= ^E{0;h/k) 
= -^V{h,k). 

D'autre part, l'équation fonctionnelle de la fonction Esin donne 

-^V(h, k) = Esin(0; Vfc) 

= 2(27r)-2r2(l)fc • 2Esin(l; Vfc) 
= kTr-^Esm{l; h/k), 



d'où 



Esin(l; h/k) = -^V{h, k). □ 

Proposition 57 La fonction Ecos est méromorphe dans C avec un seul pôle, double, en s = 1, où sa partie 
polaire est 

k-\s - + fc-i(27 - 21og fc)(s - 1)-^ 
Proposition 58 La fonction Ecos vérifie l'équation fonctionnelle 

Ecos(s; h/k) = 2(2TT)^''-^r^(l - s)k^-^''{l - cos7rs)Ecos(l - s; h/k), 

ou, en posant 

Écos{s;h/k) := ces Yr(s)(27r/fc)~"Ecos(s; /i/A;), 
Ecos(s; h/k) = Ecos(l — s; h/k). 

Proposition 59 

Ecos(0;h/k) = ^. 

Démonstration 

On a 

Ecos(0;/.A)=^(Q^^/^)+/(Q^-"/^) 

= m{0; h/k) 
_ 1 
~ 4' 



□ 
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6.3 Les fonctions Gq et Gi 

Nous utiliserons les fonctions 

TTS TTS 

Go{s; h/k) := cos — Ecos(s; h/k) — sin — Esin(s; h/k) 

et 

Gi{s;h/k) := {2tt)-'T{s)Go{s + 2;h/k). 
Si A; = 1, on a Gq{s; h) = cos ^Ci^f et Gi(s; h) = -(27r)-*r(s) cos ^C{s + 2f. 

Proposition 60 La fonction Go est méromorphe dans C avec un seul pôle, simple, ens = 1, où son développement 
de Laurent commence par 

-^{{s - 1)-' + 27 - 21ogfc - 7rV{h, k)). 

Démonstration 

Au voisinage de s = 1, on a 

7T s TTS 

Go(s; h/k) = cos — Ecos(s; h/k) — sin — Esin(s; h/k) 

= {-^is - 1) + oiis - 1)3)) (^(. - D- + _ + OU)) + 

(_1 + o{{s - 1)2)) (-^V{h, k) + Ois - 1)) 

= - D- + -'Vih,k)-2.i,-lo,k) ^ ^ 

2k 2k 

Proposition 61 La fonction Gq vérifie l'équation fonctionnelle 

Go{s;h/k) = 2{2w)'^'-'^T'^ (1 - s)k^-'^' sin7rsG'o(l - s;h/k). 

Démonstration 

Posons 

X(s) ■.^2{2tt)^'-^T^{1~ s)k^-^\ 
D'après les équations fonctionnelles de Esin et Ecos, on a 

TTS TTS 

Go{s; h/k) = cos — Ecos(s; h/k) — sin — Esin(s; h/k) 

cos —(1 — cos7rs)Ecos(l — s; h/k) — sin -^(1 + cos7rs)Esin(l — s; h/k)j 

I \ ( "'•S r, • 2 ""S-n it T n \ ■ ^ 1 "'■^T^ . /1 Tu \\ 

= X(s) I cos — • 2 sm — Ecos(l — s; /i/k) — sm — • 2cos — Esm(l — s; /i/fe) 1 

= x(s) sin TTS l^sin — Ecos(l — s; h/k) — cos — Esin(l — s; h/k)j 

( 7r(l — s) — 7r(l — s) — 
= x(s) sin TTS ( cos ^ Ecos(l — s; h/k) — sin ^ Esin(l — s; h/k) 

= x(s) siuTTS Go(l — s; /i/fc). □ 

Proposition 62 On a 

Go{0;h/k) = ^. 

Démonstration 

Go(0; h/k) = Ecos(0; h/k) = ^. □ 
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Proposition 63 La fonction Gi{s; h/k) est méromorphe dans C avec des pôles en 0, —1, —2, . . 
La partie polaire en s ^ —1 est 

1 l + 7-21ogÂ:-log27r-7ry(ft,,A:) 



k \{s + l)^ s + l 

Le pôle en s = —2 est simple, avec résidu 7r^/2. 

Démonstration 

D'après les propositions |^ et EOl on a au voisinage de s = — 1, 

(27r)-'T(s) =2tt( + 7 - 1 + log 27r + . 
\s + 1 

et 

Go(.s + 2) = (^_l_ + 27-21ogfc-7rT/(/i,fc) + 
On trouve alors par multiplication la partie polaire de Gi en s = — 1 : 



-1 21ogfc-27 + 7- l + log27r + 7ry(/i, fc) 



k \{s + l)^ s + l 

d'où le résultat annoncé. 

Au voisinage de s = —2, on a T{s) ~ 2(s+2) (27r)^Go(0; h/k) = tt^. □ 
Proposition 64 La fonction Gi{s; h/k) vérifie l'équation fonctionnelle suivante 

Gi(s; h/k) = fc-2^-3(i+^)(l+3)g^(_^ _ 3.7^/^)_ 
s{s + 1) 

Démonstration 

D'après la proposition 16 11 on a 

Gi(s; h/k) = (27r)^'r(s)Go(s + 2; /i/fc) 

= (27r)-"r(s)2(27r)2("+2)-2r2(i _ ^ _ 2)fci-2(.+2) ^j^^^^ _^ 2) Go(l - s - 2;h/k) 

= 2(27r)*+2r(s)r2(-l - s)simTsk-^''-^Goi-l - s;7i:/fc). 

Or, 

r(s)r2(-l - s) sinTTs = r(s)î|i^-^(s + 2)(s + 3)r(-3 - s) siuTTs 
Gi(s; h/k) = 2(2^)^+2 . ^ (-'^ + 2)(5 + 3) j, _ g)fc-2s-3^^(_^ „ ^.7^/^) 

s(s + 1) 
s(s + 1) 

= k-'s-s is + 2)is + 3) _ ^ 

s(s + 1) 

Proposition 65 Le polynôme généralisé 

Res(Gi(s; h/k)t-', -2) + Res(Gi(s; h/k)t-',-l) 

est 



donc 



2 2 

- ^t{logt + TrV{h,k) + 21ogfc + log27r - 7 - l). 



2 
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Démonstration 

Au voisinage de s = —1, on a 

G^{s;h/k)t-^ = — i^j^^ + ^ + 0(l)j .t(l-{s + l)\ogt + 0{{s + lf)), 

d'où 

Res(Gi(s;/i/fc)r",-l) = —t{-logt + 1 + j - 2\ogk -\og2Tr - TTV{h,k)). □ 

Proposition 66 La fonction Gi(s; /i/fc) esi à croissance polynômiale, uniformément dans toute bande verticale. 
Démonstration 

C'est en effet le cas pour les fonctions r(s) cos T{s) sin Ecos et Esin. □ 
Remarque 

Si l'on avait défini Gq par la formule 

cos ^ Ecos(s; h/k) + sin ^ Esin(s; h/k), 
les résultats ci-dessus seraient les mêmes, sauf à changer V{h, k) en son opposé. 
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7 Les fonctions (p^ 

7.1 Définition de ip^ pour n ^ 2 

Soit n un nombre entier supérieur ou égal à 2, et a; un nombre réel positif. On pose 

Bn{kx) 



k>l 



Proposition 67 La fonction ip^ est périodique, de période 1. Elle est de classe C" ^ et, pour n ^ i, on a 

Proposition 68 Pour n ^ 2 et x E M., on a 

if^ix) ^ M„C(n) ^ 6n!(27r)-". 

Proposition 69 Pour n ^ 2 et x E M., on a (/3„(— x) ~ (— l)"</7„(a;). 
Proposition 70 Pour n ^ 2, la série de Fourier de ifn est 

rflmP 



i27rmx 

e , 



(i27rm)" 

où r(|m|) désigne le nombre de diviseurs positifs de \m\. 

7.2 La fonction Lpi 

Commençons par une interversion formelle de sommations : 

EBi{kx) 1 1 sin27rZfca; 

k " fc^ l 

sin 2'Klkx 



TT ' Ik 

k>l. 1>1 



1 X ^ T{m) , 

TT ^ 



sin 2-ïïmx. 



TT '■ — ' m 



Les propositions l48l et l56l montrent que cette manipulation est justifiée quand x est un nombre rationnel p/g, 
011 p et g sont entiers, premiers entre eux, et q positif : les deux séries convergent alors et ont la même somme 

Proposition 71 Les séries 



Bi(kx) 1 T(m) . „ 

^ — sm 2'Kmx 



m 



convergent presque partout et dans i^(0, 1) vers une même fonction. 

Démonstration 

L'assertion sur L^(0, 1) résulte de l'égalité 

E = E ™"'(E 1) sin 2™, 



k TT 



d<K 



et de la convergence de la série 



E 



L'assertion « presque partout » est dûe à Chowla et Walfisz^'. 



tCf. Hilfssatz 14 dans S. ChowlA, A. Walfisz, Uber eine Riemannsche Identitàt, Acta Arith. 1 (1936), 87-112. 
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□ 

Nous noterons 

Bijkx) 
k 

k>l 



en tout point de convergence de cette série"''. La fonction ipi est définie presque partout, et appartient à L^{0, f ). 
Sa série de Fourier est 

^ ^ ■sm2TTmx. (2) 



7.3 Majoration du module de continuité de ip2 
Proposition 72 On a 

(P2{x) = / 2tpi{t)dt + 



36 

En particulier, (p2 est presque partout dérivable et = 2(pi presque partout. 

Afin de majorer le module de continuité de ip2i donnons une majoration des sommes partielles de la série de 
Fourier de ipi^ 

Proposition 73 Pour x E M. et K ^ 2, on a 



22 sin kx < log K. 

l<k<K 



Démonstration 

On a 



Erik) . , ■c-^ sma6a; 
— — sm kx = y — 
k ^ ab 

l<k<K ab^K 



\ ^ 1 X ^ sin bax 



^-^ a ^-^ b 

La somme intérieure est bornée (proposition donc le résultat découle de l'estimation 

V -^logK. □ 
'^-^ a 

□ 

Si / : M ^ C est uniformément continue, son module de continuité est la fonction de ô définie par 

u;{6;f):^ sup \f{x)-f{y)\. 

On a w((5; /) — o(l) quand ô tend vers 0. 

Proposition 74 Pour < ô ^ 1/2, on a uj{6;(p2) S \ogl/ô. 

^L'ensemble de ces points de convergence est précisément connu ; il coïncide d'ailleurs avec l'ensemble des points de convergence 
de la série de Fourier Cf. J. R. WiLTON, An approximate functional équation with application ta a problem of diophantine 
approximation, J. reine angew. Math. 169 (1933), 219-237, et R. DE LA BretÈOHE et G. Tenenbaum, Séries trigonométriques à 
coefficients arithmétiques, à paraître au Journal d'analyse mathématique. 

§Cf. formule (25y/) dans A. Walfisz, Uber einige trigonometrische Summen, Math. Z. 33 (1931), 564-601. 
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Démonstration 

On peut supposer S suffisamment petit. 
Si \x — y\ ^ 6 et K ^ 2, on a, 

rv 

ip2{x) ~ (p2{y) = 2 ipi{t)dt 

J X 

2 fy ^ T{k) . , , , 2 p ^ T(fc) . „ , , 

= / > sin 2nkt dt / > sin 27rfct dt. 

•^^ k^K ^ k>K 

La première intégrale est ^ (51og7îr, d'après la proposition 1731 L'inégalité de Schwarz montre que le carré 
de la deuxième intégrale est 

2 



f ^ ^^^sin27rfcidi j dt 



«ôj: 



k>K 



d'après l'égalité de Parseval. 
Comme 



on obtient 

En choisissant 



E 

k>K 



iP2 



(x) - ip2{y) ^ô\ogK + log^/2 K. 



on aboutit au résultat annoncé. □ 



7.4 Transformée de Mellin de ^^{plfl ~V^2(p/ç) 

Soit p et g deux nombres entiers premiers entre eux, q étant positif. La fonction 



appartient à yV(— 1,0) en tant que fonction continue, bornée, et 0(tlogl/t) au voisinage de (proposition 
17^ . Si 9 = 1, Ap^q{t) — ip2{t) ~ </'2(0). Dans ce cas, la fonction Ap^q{t), qui joue un rôle ci-dessous, vaut par 
convention la même chose. Notons aussi que notre définition de Ap.q(t) vaut pour tout nombre réel t, mais que, 
dans ce paragraphe, nous ne considérons que les valeurs positives de t. 

Proposition 75 Pour — 1 < 5Rs < 0, on a 

MAp^qis) = ^^Gi{s;p/q). 

Démonstration 

On a 

, , 1 \ ^ rfm) 

952 (i) = ^ > ^cos27rmt, 

TT — ' m 



donc 

/ N 1 r(m) „ fp \ 1 T(m) „ p 
A„„(t) = —y — — ^ cos 27rTO - + É -y ^^cos27rTO 



= — > cos27rm- • (coszTrmi — 1) > — sinzirm- ■ sinzirrrit. 



m ^ 1 m ^ 1 
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Comme 1 1— > cost — 1 et i sini appartiennent à yV(— 1, 0), et comme 

r(m) 



pour tout (T e] — 1,0[, la proposition |S1 confirme que Ap^q e yV(— 1,0) et prouve que, pour — 1 < 3îs < 0, 
MAp„ s) = ^ cos— r s > — ^cos27rm- • (27rm)"^ - sin — r(s > ^^sin27rm- • 27rmr 

\ m^l ^ mj;! ^ 

1 11 S 7TS 

= -jr(s)(27r)-'*(cos — Ecos(s + 2;p/q) - sin — Esin(s + 2;p/q)) 

TT^ 2 2 

= -^r(s)(2^)-«Go(s + 2;p/(7) 

= -^Gi(s;p/g). □ 
Proposition 76 S'oit p et q deux nombres entiers premiers entre eux, q ^ 2. La fonction 



t 

f : t^ {qtfAp,q{l/qh) - 2q^ 1 u{3u - t)Ap^q{l/q^u)d'. 



m 







appartient à W{~3, —2) et vérifie 

Mf{s)^~^Gi{s;p/q), -3<(T<-2. 

Démonstration 

Nous allons appliquer systématiquement les règles de calcul de transformées de Mellin vues au chapitre ^ 
• La fonction 

fi : t^ Ap^qit) 

appartient à yV(— 1,0) et vérifie 

M/i(.s) = -^Gi(s;p/g), -1< a < 0. 



La fonction 



appartient à yV(0, 1) et vérifie 



/2 : t ^ Ap^q{l/t) 



Mh{s)^Mh{-s) 
1 



-Gi(-s;p/g), 0<CT<1. 



La fonction 



appartient à yV(— 3, —2) et vérifie 



h ■■ t^t'^Ap.qil/t) 



Mh{s)^Mf2{s + i) 



-^Gi(-s-3;p/q), -3<a<-2. 
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• La fonction 
appartient à yy(— 3, —2) et vérifie 

= -^q-^'-''Gi{~s~3;p/q), -3<(T<-2. 

• La fonction 

/s : ti^/4(i)-6 / U{u)u-^du + 2t [ f^{u)u-^du 
Jo Jq 

= q^ ^t^Ap,g(l/g^i) - 6^ Ap^q{l/q^u)du + 2t J uAp^q{l/q^u)di 
appartient à yV(— 3, —2) et vérifie 

MfM = (i + ; - tIt) /^iM') 

= -\Gi{s-p/q), -3<(T<-2, 

TT 

d'après la proposition 1641 □ 

7.5 Comportement de au voisinage d'un nombre rationnel 

Les propositions IIQI lïïÏÏl 1661 1751 1761 montrent que Ap,, vérifie l'équation fonctionnelle suivante. 
Proposition 77 Pour t > et p, q, deux nombres entiers premiers entre eux, q > 0, on a 

Ap.g {t) = + - {ttV{p, ç) + 2 log ç + log 27r - 7 - l) - |- + {qtfAp,g{l/qh) - 2q^ f u{3u~ t)Ap^g{l/q^u)du. 

Pour la fonction Ap^q{—t), t > 0, des calculs analogues mènent à l'équation fonctionnelle 

Ap,ç(-i) - *-^ + -{-TrV{p,q)+2\ogq+log27T--f-l)-\- + {qtfAp,,{~l/qh)-2q^ f u{?,u-t)Ap,q{-l / q^u)d% 

On en déduit notamment le comportement asymptotique de ip2 au voisinage d'un nombre rationnel quel- 
conque. 

Proposition 78 On a, uniformément pour tGM., pEZ.qEN*, {p,q) ^ 1, 

V2 f - + i V ^2 f -) =-\t\ log \t\ + -t:V{p, ç) + m (2 fog ç + fog 2^ - 7 - l)t - Ç + 0{{qtf) . 
\q ) \q) q q q ' ' 2 ' ' 



Observons que le terme 



-7rV{p,q)^2ip, (^]t 
9 \1/ 



correspond à la dérivation terme à terme de la série de Fourier de (p2 ■ 
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8 L'espace de Hilbert H := L2(0, +oo; t-'^dt) 

8.1 Dilatations dans Ti 

Considérons l'espace de Hilbert suivant : 

n := L'^{0,+oo;r^dt). 

Rappelons^ que la transformation de Mellin-Plancherel définit un opérateur unitaire entre Ti et 1/2 + 
Mi;dr/27r). 

Pour tout nombre réel positif A, on définit la dilatation K\ : ?i — > 7i par 

Kxf{x) = X-^/^f{Xx), 0<x< +00. 

Proposition 79 L'application 
est continue. 

Proposition 80 Les K\ forment un groupe d'opérateurs unitaires de Ti. : 

Proposition 81 Pour f ^ Ti, et X > 0, on a : 

MKxfis) = X-^'^-'Mf{s). 

8.2 Fonctions d'autocorrélation 

Soit un élément de 7i. Pour A > 0, on pose 

^^(A) / ip{t)ip{Xt)t-'^dt 
Jo 

= Vx{Lp,Kxf). 

Proposition 82 L'application 

]0,+oo[x7i ^ C 

{X,^)^A^{X) 

est continue. 

Observons que |A;^(A)| < ||iy9||^VÂ, donc se prolonge par continuité en A = en posant A^{Ç)) = 0. 
Proposition 83 Pour A > et (p ^ H, 

A^{X) = XA^{l/X). 

Démonstration 

Cela résulte du changement de variable u = Xt. □ 
Proposition 84 Si f £ yV(a, 6), où a < —1/2 < b, alors A^p G yv(max(a, — 5 — l),min(6, — a — 1)), et 

MA^i^s) = M(p{-s - l){Mipy{s). 

HCf. lO 
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Démonstration 

Posons pour t > 0, 

de sorte que A^{\) = / * g{l/X). 
D'autre part, 



/(t)=i-V(i) et g{t)=ipil/t), 



/eW(a + 1,6+1) et Mf{s)=Mip{s-iy, 

gGW{-b,-a) et Mg{s) = {Mipy{-s). 

Par conséquent, 

/*gG>V(max(a+l,-6),min(6+l,-a)) et M f * g{s) = Mip{s - l){Mip)* {-s), 
d'où le résultat. □ 



37 



9 L'autocorrélation multiplicative 

de la fonction « partie fractionnaire » 

9.1 Définition et premières propriétés de la fonction A{X) 

La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction « partie fractionnaire » est définie pour A ^ par 
l'intégrale 

A{X) 



Observons pour commencer que A{0) = et A{X) > pour tout A > 0. 

La fonction « partie fractionnaire » appartient à l'espace de Hilbert Ti., et A n'est autre que sa fonction 
d'autocorrélation, au sens du ^8.21 On a donc le résultat suivant. 



Proposition 85 ^(A) est une fonction continue de A pour A ^ 0, et 

A{X) = XA{1/X), A > 0. 
D'autre part, la fonction « partie fractionnaire » appartient à yV(— 1, 0) et" 



{t}t'-^dt=^^—^, -l<5Rs<0. 







s 



La proposition 1841 mène donc au résultat suivant. 
Proposition 86 La fonction A appartient à >V(— 1,0) et 

a-s)a-s + 1) 



MA{s) ■ 

9.2 Première relation entre A et ipi 

Proposition 87 A{1) = log27r - 7. 
Démonstration 



s(s + l) 



A{i) = / {t}h-'^dt 
= t^y^in + ty^dt 



1 

t^^/j'{t)dt 

= log 27r — 7. □ 

Proposition 88 Soit X un nombre réel positif tel que la série ^i{X) = X]fc>i Bi{kX)/k converge. Alors il en 
est de même pour (pi{l/X) et 

A{X) = log A + ^(log27r - 7) - (^i(A) - A^i(l/A). 

Démonstration 

En faisant tendre x vers l'infini dans la proposition [52 on obtient : 

V.i(A) + A^i(l/A) = ^A(l) + 1^(1) - ^(A) + ^ log i, 

d'oià le résultat. □ 
En particulier, la fonction A 1-^ ¥'i(A) + Aiy9i(l/A) se prolonge en une fonction continue sur ]0,+oo[. En 
choisissant A rationnel, on obtient le résultat suivant. 

IIE. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zcta function, formule (2.1.5). 
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Proposition 89 Soit p et q deux nombres entiers positifs premiers entre eux et A = p/q. On a 
A{X)^^\ogX + ^ (log 27r-^)-^{V{p,q) + V{q,p)). 

9.3 Représentation graphique de la fonction A(\) 

En calculant A{X) grâce à la proposition ISÏÏI quand A décrit la suite de Farey d'ordre 287, on obtient la 
représentation graphique suivante. 




1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 



9.4 Deuxième relation entre A et ipi 
Proposition 90 On a pour tout A > 0, 



1, X l-7 + log27r ^ f+°° ..dt 
A{\) = -\og\+ ^^-^ A ^i(t)- 

1, , l-7 + log27r (^2(A) , /■+°° , ^dt 

- logA + — + -^-7rr^-^/ V2(i)- 



2 2 2A Jx 

Démonstration 

D'abord, une intégration par parties donne bien 

, ,dt ^2(A) /■+°° , ,dt 
D'autre part, pour tout c G C et tout A > 0, on a 



'P2M f^°° , ^dt f+°° , .dt 



2A2 "^'^ 't^ 2A2 ' 
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Choisissons c = ip2{0), de sorte que ip2{t)~c — Ao.i(t). D'après la proposition[7Sl on sait que Ao,i G W{—1, 0) 
et que 



Par conséquent, la fonction 

1t 



appartient à yV(0, 1) et vérifie 



1 S- f 



Gi(s-1;0). 



27r2 s + 1 

Vérifions que cette dernière fonction n'est autre que 

a-s)as + i) 

s(s + l) 

On a 



27r2s + f ' ' s + 1 27r2 

C(s + 1) 



Gi(s - 1; 0) = — — ^ -(2^)^-^r(s - 1) cos ^^C(s + 1)^ 



r(s + f )2(2^)-i-^ sin ^-^C(l + s) 



s(s + f) ' ' ' ' 2 
C(-g)C(5 + l) 

d'après l'équation fonctionnelle de la fonction C sous la forme 

C(,s)=2(2^)^-ir(l-s)sin^C(l-5). 
Il résulte alors des propositions [TUI et ISïïl que 

/(A)^A(A)+Res(- ^(--y|- + ^) A-,0 

d'abord pour presque tout A > 0, mais en fait pour tout A > par continuité de / et A. 
Au voisinage de 0, on a les développements suivants : 

^ = l-. + 0(.^); 
A-" = l-slogA + 0(s2); 

C(l + S) ^-+1 + 0(3), 
S 

donc le coefficient constant de A~'*C(— ,s)C(s + + 1) en s = est 

7 1 , , 1 log 27r 

d'où le résultat. □ 
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Proposition 91 Soit X > tel que la série (pi{X} converge. Alors, 

<^i(A) + A^i(l/A) - A Mt)^ = -^AlogA + }2i^^x - ^ 



et 



ip2{X + u) - ip2{X) 1 log 27r - 7 1 I /\^/\ 

du= - log A + — - +^i(l/A) + V3i(A)/A. 



(A + m)3 2 ^ 2 2A 

Démonstration 

Pour la première relation, on compare les propositions 1881 et 1901 



1-^, ^ ^ + o ^ /xx x .i/xx 1, x 1 - 7 + log 27r ^ f + °° ..dt 

__logA + ^-(log27r-7)-(pi(A)-A(^i(l/A) = -logA+ A fi{t)^- 

D'autre part, 



(A + uf 2A2 

/■+°° du 

1 loE 27r — T 1 

= - log A - ^ ^ ^ + - + y'ill/A) + ^i(A)/A. □ 

9.5 Développement asymptotique de A{\) au voisinage d'un nombre rationnel 

Dans ce paragraphe, on considère deux nombres entiers p et q positifs et premiers entre eux. Rappelons la 
notation 

Ap,g(É) :^(P2 -</'2 (^^^ , teR. 

Proposition 92 Pour t > —p/q, on a 



2(^+t 



Démonstration 

D'après la proposition I9UI on a 



A{^+t\ = 



En particulier. 



A ( ^) = i log ^ + - ^ /"°" A,„(.) (l+uY' du, 



d'où, par soustraction, 

P+t)-A (P) = i log(l+Éq/p)+4^^+ U+t\ f A,.^,iu) (P+u) ' du-t Apju) {^ + 



d'oià le résultat, puisque, d'après la proposition 19 11 on a 
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Proposition 93 Pour < |u| ^ l/2g, on a 

Ap^qiu) - q-^ {\u\ log \u\ + C^ip, q)u - + 0(9^3)) 

= q-^ {\u\ log \u\ + C±(p, + Oiq'^u')), 

où ± esi le signe de u et 

C± {p, q) 7rF(p, ç) ± (2 log g + log 27r - 7 - 1) < g log 2g. 

Démonstration 

D'après la proposition 1781 on a 

Ap,,H = i|î.|log|î.| + - ^ + 0{q^u^), 

q q 2 

d'oii la première approximation. D'autre part, q^u^ et sont 0{q^u^), ce qui donne la deuxième. Enfin, 
V{p, q) <^ g log 2(7 (proposition 1^ . donc C^(p, g) vérifie la même estimation. □ 

Proposition 94 Pour < |t| ^ l/^Ç; on a 



+ tj Ap,,(É) = p'' {\t\ log |t|+C±(p, q)tTqp-h^ log |t|-(çp^iC±(p, g)+q/2)t2 ± gV'^' log 



OM ± est le signe de t. 

Démonstration 

On a : 



+ Aj,,,(i) = p-\l + qt/p)-Wt\ log |t| + g)t - gÉV2 + 0{qH^)) 

= p-i (1 - gt/p + q^p-V + 0{q^p~H^)) (Kl log \t\ + C± (p, g)^ - gtV2 + 0(9^^3)) . 



De plus, 

(1 - qt/p + q^p-h^ + Oiq'^p-h^))OiqH^) < qH"^; 
{-qt/p + q^p-^t^ + 0{q^p-h^)) ■ {-qt^/2) < qp'H ■ qt^ 

« qh'; 

{q'^p-h^ + 0{q^p~h^)) ■ C^{p,q)t < gV^*^ ' g(log2g)t 

« qH'; 

0{q^p-h^) ■ \t\ log \t\ < q^p^h^ ■ q^^ log 2q 
« qH^ 

Dans le développement du produit, il y a donc dix termes dont la contribution totale est <C q'^t^, et six 
termes restants qui sont : 

1^1 log \t\ T qp-'t^ log \t\ ± q^p-h^ log \t\ + C^ip, q)t - qp-'C^ip, q)t^ - qt^ /2, 

d'oii le résultat. □ 
Proposition 95 Pour < |w| ^ 1/2(Z, on a 

Iç^ + Ap.q{u) = gV^d^^l log \u\ + C^ip, q)u T 3gp-iu2 log \u\ + 0{q''u')). 
où ± est le signe de u. 
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Démonstration 



-3 



d'après la proposition lÏÏÏÏI 
On a 

donc 

D'autre part, 

donc 



gV^(l - ^u/p + 0{q^p-^U^)) {\u\ log \u\ + C±(p, q)u + 0{q^u^)) , 

1 - 3qu/p + Oiq^p-^u"^) 1, 
(1 - 3qu/p + Oiq^p~^u^))0{q^u^) < q^u^. 
-3qu/p+0{q'^p^^u'^) < qp^^u, 



'"iqu/p + 0{q^p-^u^))C^ {p, q)u < q^ log 2g • 



Enfin, 



(^(g^p"^^^)!^! log \u\ < q'^p'^u^ log |u| 

= log|u| • q^u'^ 

< p~^g~^ log 2(7 • g^w^ 

Dans le développement du produit, il y a donc six termes dont la contribution totale est <C q^u^, et trois 
termes restants qui sont : 

|M|log|M| +C=^(p,g)uT3qp"^u2log|u|. □ 
Proposition 96 Pour < |t| ^ l/2q, on a 

ApA^)du - ^q^p-"" {±t^ log |t| + (C±(p, q) T l/2)i2 ^ 2çp-43 log |i| + Oiqh'')) 
^q^p-' (^±^logK|+0(gV) 

OM ± est le signe de t. 

Démonstration 

En intégrant par parties, on trouve 



\u\ log \u\ du = ± ( - log 1^1 - j ) ; log |u| ^" = y 1*1 - 

Par conséquent, d'après la proposition 1951 



^ (^+") Ap,,(w)du = gV' (^±ylog|t|T T3çp-i(ylog|i|-^) +0(g3i3) 



ig2p-3 (±^2 ^ ^^±(p^ ^ ^/2)t2 ^ 2(7p-43 log \t\ + 0{qh^)) 
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Pour la deuxième estimation, on observe que 

{C^(p,q)Tl/2)f <t:qilog2q)f 



« g'i'; 

Qp"4Mog|t| = qp^^ ■ tlog\t\ ■ 

< (7P"^g'^(log2q)i2 

« ç't', 

et q^t^ < q^t^. □ 
Proposition 97 Four < |t| ^ l/2q,, on a 

OM ± est le signe de t. 

Démonstration 

D'après la proposition 1961 on a 



9Jo \9 
et 



d'où 



□ 



Proposition 98 Pour < |t| ^ l/2q, on a 



ou 



A + - A (^) . M + nHp, q)t - ^^^t^ + oiq^p-h% 

DHp. q) log g + ^^^^ ±'^± " - ^ - f 

2 g 2 p 2p 2p 

± est le signe de t. 

Démonstration 

D'après les propositions 1921 IMI et 1971 on a 

A(^^+t^ -A (^^ = \qp-h - \q^p-h^ + 0{q^p-H^) + 

+ {\t\ log \t\ + C^{p, q)t T log \t\ - {qp-'C^{p, q) + q/2)t^ ± q^p-^t^ log |t| + 0{qH^)) + 

^qp-' {±t' log \t\ + {C^{p, q) T 1/2)^ T log \t\ + 0{qh^)) . 
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Le coefficient de \t\ log \t\ est l/2p ; ceux de t'^ log \t\ et log \t\ sont nuls. Le coefficient de t est : 

1 p log27r-7 logg log27r-7-l tt 

2 g 2 p 2p 2p 

Le coefficient de est 

- - + ç/2) + T 1/2) 

= -^9P"^(P + Ç± !)• 

Enfin, le terme complémentaire est 0{q'^p~^t^). □ 
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